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1. AMAC

Bu deneyde amag, basit mesnetlenmis bir milin kritik devir sayilarinin ve buna ait
titresim gesitlerinin (modlarinin) tayinidir. Milin igletme devir sayisi bu kritik devir sayila-
rindan birine tesadufen esit veya ¢ok yakin ise “rezonans” durumu ortaya ¢ikar; yani milin
mekanik enerjisi giderek artar ve bu artan enerjiyi dengeleyecek surtiinme ve saire gibi
enerji kaybettiren unsurlar yoksa neticede milin yer degistirmeleri, milin kinlmasina yol

acacak mertebeye ulasir.

2.TEORI
2.1. Genel Bilgiler

Millerde kritik devir sayisinin varligina sebep, ideal kati (rijit) olmayislaridir. Kati
fakat sekil degistirebilen millerde dénme esnasinda sinir ve yukleme sartlariyla devir sa-
yisina bagl olarak farkli sekiller gbze ¢arpar. Baska bir deyigle elastik egrileri farkh olur.

Eger mil, rijit bir malzemeden yapilmis olsaydi esnemesi sifir olacagindan bir re-
zonans olay! ortaya ¢ikmayacakti.

Simdi mili sikunette iken dondurmeye bagladigimizi dusunelim. Milin dolu daire
kesitli oldugunu varsayiyoruz. Milin malzemece Uniform imal edildigini, yani her kesitte,
kesitin geometrik merkezi ile kiitle merkezinin —bu hal pratikte pek mumktn olmamakla

beraber— cakistigini kabul edelim (Sekil 1).

Sekil 1. Uniform mil.



Bu mili basit yani uglarda donmeye miusaade edecek tarzda mesnetledigimizde,

kendi agirhgi altinda bir elastik egri olusacaktir (Sekil 2).

Sekil 2. Elastik egri (abartili gizilmistir).

Dolayisiyla daha sukunette iken her kesit yatak merkezleri ekseninden belirli bir
uzakliktadir. Donme hareketi basladiginda milin her bir diferansiyel pargacigina, o kismin
sehimiyle orantili merkezkag kuvvet etkimeye baglayacaktir. Devir sayisi arttikga daha
buyuk sehimli bir elastik egri olusur. Agirlik kuvveti olmasa ve mil hem geometrik hem de
malzeme yodunlugu bakimindan tniform olsaydi ddonme esnasinda dengelenmemis mer-
kezkag¢ kuvvet olugsmayacakti.

Milin agirigi fevkalade az bile olsa ¢ogunlukla milin geometrik merkezi ile kutle
merkezi birbirinden imalat ve igyapi nedeniyle farklilik arz eder veya milde bir ilkel egrilik
mevcuttur. Bu durumda da donme hareketi bagladiginda dengelenmemis merkezkag kuv-
vetler olusur ve devir sayisi arttikga buyuk sehimli elastik egriler olusur. Devir sayisi sabit
tutuldugunda elastik egrinin bigimi korunur.

Deneyimizde belir bir devir sayisina vardigimizda, o devir sayisini korusak bile
milin elastik egri sehimlerinin artmaya calistigini gériiyoruz. iste bu durumda devir sayisi
milin birinci kritik devir sayisina esit ve bir “rezonans” durumuyla kargi karsiyayiz demek-
tir. Ne var ki, gerek yataklarda, gerek havada ve gerekse malzeme bunyesindeki sur-
tuinme ve sonum tesirleri nedeniyle elastik egri sehimlerinin sonsuza gitmesi mumkun
olmaz. Basit mesnetli bir milde birinci kritik hiza kadar elastik egrinin gérinimu Sekil

3’deki gibidir. Mil déndugunden bu bir dénel yuzeyi andirir.

Sekil 3. Birinci kritik hizda milin sekli.



Devir sayisini arttirmaya devam edersek birinci kritik hizdan sonra elastik egri se-
himlerinde nisbi bir azalma izlenir. Devir sayisi yine belli bir degere geldiginde yine elastik
egrinin sehimlerinde artma izlenir, ama bu defa elastik egrinin seklinin biraz degisik ol-

dugu gozlenecektir (Sekil 4).

Sekil 4. ikinci kritik hizda milin sekIi.

Dikkat edilirse milin orta noktasinin hemen hemen hi¢ hareket etmedigi gorulur.
Devir sayisi yine arttirilsin. Belli bir devir sayisina geldigimizde bu defa $ekil 5'deki gibi

ilgi cekici bir elastik egri ile karsilagacagiz.
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Sekil 5. Uglincu kritik hizda milin sekli.

2.2, Hareket Denklemlerinin Cikarilmasi
Simdi bu durumun teorik yénden agiklamasini yapmaya calisacagdiz. Bu maksatla
milimizi yataklariyla beraber ve sukunette yayili agirlik kuvveti altinda olusturdugu elastik

egriyi de gosterir vaziyette bir xyz koordinat takiminda tasvir edelim (Sekil 6)

Sekil 6. xyz koordinat takiminda basit mesnetli mil.

Burada xyz koordinat takiminin sekildeki gibi secilmesi tamamen keyfidir. Ancak

koordinat takimi segildiginde elastik egrinin egrilidi ile kesit egilme momenti arasindaki
iligkinin isaretinde bir segim yapilmis olur (d?y/dz* =—M/El veya d?y/dz*=M/El). yz

duzlemi duseydedir, xz duzlemi ise yataydadir. Keza xy dizlemi de bu iki dizleme dik



olup disey durmaktadir. Sekil 6’da mil elastik egrisi yercekimi vektdrt dogrultusuna pa-

ralel yani dusey yz duzlemi i¢cindedir ve hareket olmadigindan
dy dm
El, ?}{ - (1)
bagintisindan bulunabilecek bir egridir. Burada dm/dz = pA = sbtolup, milin birim uzunluk
basina kitlesidir ( o :mil malzemesinin yogunlugu [kg/m3], A: kesit alani [m?]).

Doénme hareketi esnasinda, kitle merkezi baslangigta (O,y,z) koordinatlariyla veri-
len noktada bulunan herhangi bir kesit dyle bir konuma gelsin ki bu konumda kitle mer-
kezi koordinatlari (x,y,z) olsun. G6z 6nune alinan anda devir sayisini da sabit tuttugumuzu
varsaylyoruz. Dolu daire kesit s6z konusu oldugundan bu kesit Gzerinde x ve y eksenle-
rine paralel alinacak ve g¢aptan gecen her eksen asal eksen olacaktir. Dolayisiyla milin
agirlik kuvveti ve merkezkag kuvvetler tesiri altindaki egilmesi bu iki asal eksen dogrultu-
sunda bilegenlerine ayrilip incelenebilir. Bu bilgiler 1siginda $ekil 7 yardimiyla hareket

denklemlerini elde edebiliriz.

N7/,

Sekil 7. Milin herhangi bir kesitinin t anindaki yeri.

Elastik egri denklemi Sekil 8'deki notasyona gore;

x dogrultusunda

0*x(z,t)
El y 7 = _qx (2)
ve y dogrultusunda
o'y(z,t
e, 2280 g, ©

dir. Burada g, ve q,, x ve y dogrultusunda yayili yikler olup Sekil 8'deki notasyona uyu-

lursa, q,, -x yoninde ve g, +y yoninde ise pozitif alinacaktir.



a) Kesit kuvvetlerinin tanimlanmasi.
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b) yz dizleminde elastik egri moment bagintilari.
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c) xz duzleminde elastik egri moment bagintilari.

Sekil 8. Hareket denklemlerinin gikartiimasinda kullanilan notasyon

ve aciklayici bilgiler.



Burada q,, x dogrultusundaki yayili atalet kuvvetinden ibarettir. Yayil atalet kuvveti (mer-
kezkag kuvvet) negatif x yonunde olup Sekil 8'deki notasyona gore g, in isaret kabuline

uygundur. O halde

52x(z,1)
atZ

dir. q, ise yayil agirlik kuvveti ile negatif y yontndeki yayili (merkezkag) atalet kuvvetin-

Oy = PA (4)

den olusmaktadir ve buna gore

o°y(z,1)

d, = pAg — pA P (5)
olur. Bu ifadeler (2) ve (3) de yerine konursa
d*x(z,1) 0*x(z,t)
El, o + pA——22 =0 (6)

o*y(z,1) 0’y (z,1)
El, P + pA g = pAg (7)

bulunur. Bunlar hareketin xy ve yz duzlemlerindeki izdusumlerine ait denklemlerdir. (6)
homojen, 4. mertebeden, lineer bir kismi turevli diferansiyel denklemdir. (7) nin (6) dan
farki sag tarafli olmasidir. Ancak (7) nin sag tarafindaki ifade sabit olup zamanla degis-
memektedir. Dolayisiyla buradan gelecek 6zel ¢ozum statik halde yayili agirlik yuku al-
tindaki elastik egri denkleminden bagkasi degildir.
Simdi (6) denklemini ele alalim. Bu kismi turevli diferansiyel denklemin
X(z,t) =Z(2)T(t) (8)

seklinde ¢ozUmu olup olmadigini arastiriyoruz. Buna degiskenlerine ayrilabilen ¢6zim

denir. (8) i (6) da yerlestirelim.

Ely%[Z(z)T 1+ pAL[Z(2)T 1] =0 ©)
74 ot
El aazZEZ)T(t)wAZ(z)aath(t) 0 (10)

z ye gore turevleri (') ve zamana gore turevleri ( ) ile gosterirsek
El,Z™+ pAZT =0 (11)

elde ederiz. Buradan

EI Z m T
piA\Z T (12)




bulunur. Bu esitligin solundaki oran z ye, sagindaki t ye baghdir. Esitligin saglanmasi ise

oranin hem z den hem t den bagimsiz olmasi, yani bir sabit sayl olmasi ile mamkunddr.

Bu sabit saylya p°® diyelim. Ayrica,

El
—L =K? (13)
pA
tanimlarsak
T_
= 14
T=P (14)
Z m
k2 = _ 2 15
S =P (15)
bulunur. (14) bagintisini
T+p’T=0 (16)

seklinde yazabiliriz. Bunun ¢6zumu bildiginiz gibi
T = Acos(pt) + Bsin(pt) (a7)
dir (sabit sayiy1 p® olarak tanimlamamiz bu formda ¢6ziim elde etmek icin bir hazirliktr).

(15) bagintisini da

pZ
Z"-52=0 (18)

seklinde yazalim.

at= E—j (29)
sekline girer. Bunun karakteristik denklemi yazilir ve karakteristik kdkleri bulunursa

r‘—a*=0 (21)
dan

L=ia, r,=ia, L=a, r,=—a, (i=J-1) (22)
olur ve buradan

Z=Ce“ +Ce '™ +Ce”+C,e™ (23)
veya

Z =Csin(az) + Dcos(az) + Esinh(az) + F cosh(az) (24)

bulunur. Demek ki (6) denkleminin (8) seklinde bir ¢6zimu mumkunddr. Burada T (t) ye
ait (17) ¢ézimiindeki A ve B sabitleri baglangi¢ sartlarindan, Z(z) ye ait (24) ¢6zimin-

deki C,D,E,F sabitleri ise sinir sartlarindan tayin edilecektir. Basit mesnetli milde sinir

sartlari her iki ugta sehim ve egilme momentinin sifir olmasiyla verilir. Yani



2 2
720 da x(0,)=0, 2 ’(;(O’t) ~0; z=L de x(L,t)=0, & g(t’t) ~0 (25)
Z

Z2

X(z,t) nin x=ZT bigiminde 6nerildigini dikkate alirsak (25) sinir sartlari
z=0da Z(0)=0, Z"(0)=0; z=Lde Z(L)=0, Z"(L)=0 (26)

sartlari ile esdegerdir. Bu sinir sartlari sirasiyla (24) de uygulanirsa

0 1 0 1 C 0

0 —at 0 2 D 0
| “ | " - @

sin(aL) cos(aL) sinh(aL) cosh(el) || E 0

—a’sin(al) —a’cos(al) a’sinh(al) a’cosh(al)||F| |0

bagintisi bulunur. Bu bir homojen denklem takimidir. Bunun ilk iki denklemi
D+F=0 (28)

~a*(D+F)=0

seklindedir ve burada katsayilar determinanti sifirdan farkli oldugundan (28) denkleminin

saglanmasi i¢cin D =F =0 olmahdir. Demek ki basit mesnetli mil halinde Z(z) de cos(az)

ve cosh(az) fonksiyonlari gozikmez. (27) nin kalan iki denklemi

Csin(aL) + Esinh(aL) =0 (29)
—Ca’sin(aL) + Ea?®sinh(al) =0
dir. Bunun katsayilar determinanti sifira esit olmazsa yegane ¢6zim C=E =0 dir. Buise
gubugun xz dizleminde hareket bileseninin olmamasi demektir ve olayin fizigi ile geliski-
lidir. O halde (29) denklem takiminin katsayilar determinanti sifira esit olmaldir ki C ve

E nin sifirdan farkli ¢6zimleri olabilsin. Buna goére katsayilar determinanti agilirsa

sin(aL) sinh(aL)
—a’sin(al) a?sinh(al)

=20 sin(aL)sinh(aL) =0 (30)

olmalidir. Bunun sifir olmasi i¢in ya a =0, ya sin(aL) =0 yahut sinh(«L)=0 olmaldir.
a=0 olursa sin(az) ve sinh(az) ¢ézimleri (24) de ortadan kalkar. D ve F ye ait denklem
takiminin katsayilar determinanti sifira esit oldugundan sifirdan farkli D ve F mumkin

olur ve Z(z) de cos(az) ve cosh(az) fonksiyonlari 1 e donisur. Sinir sartlann D=-F

alinirsa saglanir ancak bu durumda da Z(z) =0 a dejenere olur. O halde o° =0 olamaz.
8



Diger bir ihtimal sinh(aL) =0 olmasidir. Halbuki Sekil-9’dan goérulecegi gibi sinh(aL) an-
cak oL =0, dolayisiyla « =0 igin sifirdir. Bu ise trivyal (kolayca bulunan, bog) Z(z)=0
¢bzumune sevk ediyor. O halde sinh(alL), a#0 icin higbir zaman sifir olamaz. Geriye
sin(L) =0 olmasi ihtimali kaliyor. sin(eL) =0 olabilmesi igin

aL=iz, 1=012,.. (31)

sinhdl

Sekil 9. sinh(al) egrisi.

degerlerini almaldir, yani «L =0 igin sin(eL) =0o0lan «L degerleri mevcuttur. & nin (19),

k nin (13) bagintisindan karsiliklari kullanilir ve (13) de bir degil her i dederine karsi gelen

a lar oldugunu belirtmek icin « yerine ¢, yazilirsa

2
Q2L =itn? = ai2L2=&L2= bl _ [pA p.L? =iz
k — JEL/pA \El

2 2\2 E|
5{'[2 j — i=0123.. (32)
Yol

bulunur. Demek ki (14) ve (15) denklemlerinde kullandigimiz p® degerleri keyfi sabitler
degil, (32) bagintisini saglayan sabitler olmalidir. Bunlar o problemin sinir sartlarina bagli
elde edildiginden problemin 6zdegerleri (eigenwert (Alm.), eigenvalue veya characteris-
tic value (ing.)) adini alirlar. Bizim deneyimizde ise sistemin ézdegerleri sistemin tabii
frekanslaridir. Buna gore i =0 hali sukUnete tekabul ettiginden g6z 6nune alinmazsa tabii
(dairesel) frekanslar

=2 2 El
:["Zj —Y §i=0123,.. (33)
L PA

Pi



bagintisiyla verilir. Farkh p, lere bagh farkli «; ler elde edilmektedir, yani her bir p, fre-
kansinda Z(z) fonksiyonunda ortaya gikan sin(¢;z) ve sinh(e;z) ler farkh olacaktir. Simdi
her bir p, frekansinda milin alacagi bicimi gésteren Z.(z) fonksiyonu

Z.(z) =C, sin(e;,z) + E; sinh(e, 2) (34)
seklindedir (cos(¢;z) ve cosh(e;z) bulunamayacagini gérmustuk). Sinir sartlarini yeniden
uygulayalim.

z=0da Z,(0)=0, Z"0)=0
sartlari kendiliginden saglanir. z=L de ise

Z,(L)=C,sin(e;L) + E; sinh(e;L) =0

Z"(L) = & (-C, sin(e; L) + E; sinh(e; L)) =0 (35)
olmalidir. ¢;L =iz oldugundan sin(e;L) =0 dir. Halbuki sinh(e;L) ancak «;, =0 igin sifir
olup sinir gartlarini saglamaz. Su halde E; =0 olmaldir.

Demek ki p; frekansina (6zdegerine) karsi gelen milin sekil fonksiyonu (6zfonksi-

yonu)
Z,(z) =C;sin(e,z) =C, sin(iﬁTZ) (36)

seklindedir. Bu sekil fonksiyonlari milin o frekansta alacagi sekli gdéstermekte olup, elastik

egri birinci dogal frekansta (kritik devir sayisinda)

Z,(z) =C,sin(e,2) = clsin(”TZ) 37)
seklinde bir yarim sinus dalgasini, ikinci kritik hizda
Z,(2)=C, sin(z—’L”) (38)

seklinde tam bir sinus dalgasini, tguncu kritik hizda

2,(2)=C,sin() (39)

seklinde U¢ yarim sinus dalgasini v.s. olusturur. Boylece gozlemlerimize teorik bir izah
getirmis olduk. Bir dogal frekans ve buna tekabul eden 6zfonksiyon bir titresim ¢egidini
(tarzini veya modunu) karakterize ederler. Bu nedenle deneyimize titresim modlarinin
tayini adini veriyoruz.

Goruldugu gibi (6) denklemini saglayacak sonsuz ¢arpim ¢dézim mevcuttur. Lineer

diferansiyel denklemde ayri ayri ¢ozumler toplami da ¢ézum teskil etiginden
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X2t =Y 2T (40)
olacaktir.
Z,(z)=C, sin(iﬁTZ) ve T, = A cos(p;t) + B cos(p;t)

olup, C.A =K, ve C.B, =L tanimlarsak (40) 1 sdyle yazabiliriz:

X(2,1) = isin (WTZJ[Ki cos(pit) + L sin(pt)] (41)

Burada K, ve L, baglangi¢ sartlarindan tayin edilir. Yukaridaki ifadeler basit-basit uc sart-

larina sahip bir kirig icin ¢ikarildi, benzer yaklasimla kirisin farkh ug¢ sartlarina ait dogal

frekanslari ve mod sekilleri de elde edilebilir.

3.DENEY TESISATI

Deney tesisati Sekil 10°da gortulmektedir. Mil dolu daire kesitli kalin bir telden iba-
rettir. Basit mesnetleme sartlarini mimkuan oldugunca saglamak igin belirli bir miktar yatak
duzleminde donebilen kiresel rulmanl yatak kullanilmigtir. Ayrica, sol taraftaki kizak yar-
dimiyla bu ugta ankastre mesnet sarti da elde edilebilir. Tahrik ise 6000 dev/dk hiza kadar
cikabilen 188 Watt glice sahip bir dogru akim motoru ile saglanmaktadir. Devir sayisinin
degistirilmesi surekli olup bir hiz kontrol Unitesi ile gerceklestirimektedir. Devir sayisinin
Olcima igin bir analog takometre bulunmaktadir. Deney yapabilmek i¢in kapagin kapatil-
masl ve 7 vidasinin sonuna kadar sikilmasi gerekmektedir. Aksi halde devre tamamlan-

maz ve motor ¢alismaz.

Sekil-10. Deney tesisati: 1-Takometre, 2- Hiz kontrol Unitesi,
3-DC motor, 4-Mil, 5-Koruyucu kapak, 6-Kizak, 7-Kapak vidasi.
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4.DENEYIN YAPILISI

Mil sabitlenir, sag ve soldaki kizaklar kenarlara yaklastirilarak kapak kapatilir, ka-
pak vidasinin sonuna kadar sikildigindan emin olduktan sonra hiz kontrol Unitesi acilir.
Buradaki digme saga dondurulerek milin donme hizi kontrolli bir sekilde arttirilir. Belirli
bir devir sayisina erigildiginde milin elastik egri sehimlerinin devir sayisi sabit tutulsa bile
artma eqilimi gosterdigi gozlenir. Bu devir sayisi takometreden okunur ve milin birinci kri-
tik hizi olarak kaydedilir.

Devir sayisini arttirmaya devam edilir. Bir muddet sonra elastik egride orta noktada
bdlinme olur ve milin orta noktasinin hemen hemen hareketsiz kaldigi gézlenir. Milin or-
tasinda sehim sifir olan noktaya nod (dugum) denir. Bu seklin ortaya ¢iktigi devir sayisi

Olguldr. Bu da milin ikinci kritik devir sayisidir.

5.0LGUM DEGERLERI VE VERILER

Deneyde kullanilan ¢elik milin malzeme ve geometrik dlguleri asagidaki gibidir:
Malzeme yogunlugu p = 7850 kg/m3, Elastisite moduli 2x10™ N/m2,
Kesit alani A=0.257D°, Kesit alan atalet momenti | = I, = zD* 164,

Cap D =6.85mm, Kirig boyu L =900 mm.

Buna gore,

2 _2 El
p, = : Z /—y [rad/s], i=1,2,3,..... (basit mesnetli mil igin)
L* | pA

Bu sekilde ilk iki kritik hiz rad/s cinsinden hesaplanir, ol¢ilen devir sayilariyla ki-

yaslama yapmak i¢in hesaplanan p, degerleri (30/ ) ile carpilarak dev/dk ya gevrilir.

6.ISTENENLER
1)Teorik frekanslar hesaplanacak ve olculenlerle kiyaslanacaktir. Farklilik varsa bunlar
teorik gerekgeleriyle aciklanacaktir.
2) Dogal frekans, titresim modu, rezonans ve deneysel modal analiz kavramlariyla ilgili
arastirma yapilacaktir.
3) Bir malzemenin s6nim 6zelliklerinin nasil belirlendigi arastirilacaktir.
4) Makinalarda titresim yalitimi konusunda neler yapildigi, titresim élgimuanin kestirimci
bakim uygulamalarinda nasil kullanildigi arastirilacaktir. Not: Raporda baslik duzeni bu
deney foyundeki gibi veya benzer bir sekilde olmalidir. Son G¢ maddeyle ilgili bilgiler teori
bashgi altinda ya da “ek” olarak raporun sonunda verilmelidir.
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