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1. AMAÇ 

 Bu deneyde amaç, basit mesnetlenmiş bir milin kritik devir sayılarının ve buna ait 

titreşim çeşitlerinin (modlarının) tayinidir. Milin işletme devir sayısı bu kritik devir sayıla-

rından birine tesadüfen eşit veya çok yakın ise “rezonans” durumu ortaya çıkar; yani milin 

mekanik enerjisi giderek artar ve bu artan enerjiyi dengeleyecek sürtünme ve saire gibi 

enerji kaybettiren unsurlar yoksa neticede milin yer değiştirmeleri, milin kırılmasına yol 

açacak mertebeye ulaşır.  

 

2.TEORİ 

2.1. Genel Bilgiler 

 Millerde kritik devir sayısının varlığına sebep, ideal katı (rijit) olmayışlarıdır. Katı 

fakat şekil değiştirebilen millerde dönme esnasında sınır ve yükleme şartlarıyla devir sa-

yısına bağlı olarak farklı şekiller göze çarpar. Başka bir deyişle elastik eğrileri farklı olur. 

 Eğer mil, rijit bir malzemeden yapılmış olsaydı esnemesi sıfır olacağından bir re-

zonans olayı ortaya çıkmayacaktı. 

 Şimdi mili sükunette iken döndürmeye başladığımızı düşünelim. Milin dolu daire 

kesitli olduğunu varsayıyoruz. Milin malzemece üniform îmal edildiğini, yani her kesitte, 

kesitin geometrik merkezi ile kütle merkezinin –bu hal pratikte pek mümkün olmamakla 

beraber–  çakıştığını kabul edelim (Şekil 1). 

 

Şekil 1. Üniform mil. 
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Bu mili basit yani uçlarda dönmeye müsaade edecek tarzda mesnetlediğimizde, 

kendi ağırlığı altında bir elastik eğri oluşacaktır (Şekil 2). 

 

Şekil 2. Elastik eğri (abartılı çizilmiştir). 

 

Dolayısıyla daha sükunette iken her kesit yatak merkezleri ekseninden belirli bir 

uzaklıktadır. Dönme hareketi başladığında milin her bir diferansiyel parçacığına, o kısmın 

sehimiyle orantılı merkezkaç kuvvet etkimeye başlayacaktır. Devir sayısı arttıkça daha 

büyük sehimli bir elastik eğri oluşur. Ağırlık kuvveti olmasa ve mil hem geometrik hem de 

malzeme yoğunluğu bakımından üniform olsaydı dönme esnasında dengelenmemiş mer-

kezkaç kuvvet oluşmayacaktı.  

 Milin ağırlığı fevkalade az bile olsa çoğunlukla milin geometrik merkezi ile kütle 

merkezi birbirinden imalat ve içyapı nedeniyle farklılık arz eder veya milde bir ilkel eğrilik 

mevcuttur. Bu durumda da dönme hareketi başladığında dengelenmemiş merkezkaç kuv-

vetler oluşur ve devir sayısı arttıkça büyük sehimli elastik eğriler oluşur. Devir sayısı sabit 

tutulduğunda elastik eğrinin biçimi korunur.  

 Deneyimizde belir bir devir sayısına vardığımızda, o devir sayısını korusak bile 

milin elastik eğri sehimlerinin artmaya çalıştığını görüyoruz. İşte bu durumda devir sayısı 

milin birinci kritik devir sayısına eşit ve bir “rezonans” durumuyla karşı karşıyayız demek-

tir. Ne var ki, gerek yataklarda, gerek havada ve gerekse malzeme bünyesindeki sür-

tünme ve sönüm tesirleri nedeniyle elastik eğri sehimlerinin sonsuza gitmesi mümkün 

olmaz. Basit mesnetli bir milde birinci kritik hıza kadar elastik eğrinin görünümü Şekil 

3’deki gibidir. Mil döndüğünden bu bir dönel yüzeyi andırır.  

 

Şekil 3. Birinci kritik hızda milin şekli. 
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 Devir sayısını arttırmaya devam edersek birinci kritik hızdan sonra elastik eğri se-

himlerinde nisbî bir azalma izlenir. Devir sayısı yine belli bir değere geldiğinde yine elastik 

eğrinin sehimlerinde artma izlenir, ama bu defa elastik eğrinin şeklinin biraz değişik ol-

duğu gözlenecektir (Şekil 4).  

 

Şekil 4. İkinci kritik hızda milin şekli. 

 

 Dikkat edilirse milin orta noktasının hemen hemen hiç hareket etmediği görülür. 

Devir sayısı yine arttırılsın. Belli bir devir sayısına geldiğimizde bu defa Şekil 5’deki gibi 

ilgi çekici bir elastik eğri ile karşılaşacağız.  

 

Şekil 5. Üçüncü kritik hızda milin şekli. 

 

2.2. Hareket Denklemlerinin Çıkarılması 

 Şimdi bu durumun teorik yönden açıklamasını yapmaya çalışacağız. Bu maksatla 

milimizi yataklarıyla beraber ve sükunette yayılı ağırlık kuvveti altında oluşturduğu elastik 

eğriyi de gösterir vaziyette bir xyz koordinat takımında tasvir edelim (Şekil 6) 

 

Şekil 6. xyz koordinat takımında basit mesnetli mil. 

 

 Burada xyz koordinat takımının şekildeki gibi seçilmesi tamamen keyfîdir. Ancak 

koordinat takımı seçildiğinde elastik eğrinin eğriliği ile kesit eğilme momenti arasındaki 

ilişkinin işaretinde bir seçim yapılmış olur ( 2 2d y dz M EI   veya 2 2d y dz M EI ). yz 

düzlemi düşeydedir, xz düzlemi ise yataydadır. Keza xy düzlemi de bu iki düzleme dik 
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olup düşey durmaktadır. Şekil 6’da mil elastik eğrisi yerçekimi vektörü doğrultusuna pa-

ralel yani düşey yz düzlemi içindedir ve hareket olmadığından  

  
4

4x

d y dm
EI g

dz dz
         (1) 

bağıntısından bulunabilecek bir eğridir. Burada dm dz A  sbt olup, milin birim uzunluk 

başına kütlesidir ( : mil malzemesinin yoğunluğu [kg/m3], :A  kesit alanı [m2]). 

 Dönme hareketi esnasında, kütle merkezi başlangıçta (O,y,z) koordinatlarıyla veri-

len noktada bulunan herhangi bir kesit öyle bir konuma gelsin ki bu konumda kütle mer-

kezi koordinatları (x,y,z) olsun. Göz önüne alınan anda devir sayısını da sabit tuttuğumuzu 

varsayıyoruz. Dolu daire kesit söz konusu olduğundan bu kesit üzerinde x ve y eksenle-

rine paralel alınacak ve çaptan geçen her eksen asal eksen olacaktır. Dolayısıyla milin 

ağırlık kuvveti ve merkezkaç kuvvetler tesiri altındaki eğilmesi bu iki asal eksen doğrultu-

sunda bileşenlerine ayrılıp incelenebilir. Bu bilgiler ışığında Şekil 7 yardımıyla hareket 

denklemlerini elde edebiliriz.  

 

Şekil 7. Milin herhangi bir kesitinin t anındaki yeri. 

 

 Elastik eğri denklemi Şekil 8’deki notasyona göre; 

x doğrultusunda  

  
4

4

( , )
y x

x z t
EI q

z


 


        (2) 

ve y doğrultusunda  

  
4

4

( , )
x y

y z t
EI q

z





        (3) 

dır. Burada xq  ve yq , x ve y doğrultusunda yayılı yükler olup Şekil 8’deki notasyona uyu-

lursa, xq , -x yönünde ve yq , +y yönünde ise pozitif alınacaktır.  
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a) Kesit kuvvetlerinin tanımlanması. 

 

b) yz düzleminde elastik eğri moment bağıntıları. 

 

c) xz düzleminde elastik eğri moment bağıntıları. 

Şekil 8. Hareket denklemlerinin çıkartılmasında kullanılan notasyon  

ve açıklayıcı bilgiler. 
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Burada xq , x doğrultusundaki yayılı atalet kuvvetinden ibarettir. Yayılı atalet kuvveti (mer-

kezkaç kuvvet) negatif x yönünde olup Şekil 8’deki notasyona göre xq in işaret kabulüne 

uygundur. O halde  

  
2

2

( , )
x

x z t
q A

t






        (4) 

dir. 
yq  ise yayılı ağırlık kuvveti ile negatif y yönündeki yayılı (merkezkaç) atalet kuvvetin-

den oluşmaktadır ve buna göre  

  
2

2

( , )
y

y z t
q Ag A

t
 


 


       (5) 

olur. Bu ifadeler (2) ve (3) de yerine konursa 

  
4 2

4 2

( , ) ( , )
0y

x z t x z t
EI A

z t


 
 

 
      (6) 

  
4 2

4 2

( , ) ( , )
x

y z t y z t
EI A Ag

z t
 

 
 

 
      (7) 

bulunur. Bunlar hareketin xy ve yz düzlemlerindeki izdüşümlerine ait denklemlerdir. (6) 

homojen, 4. mertebeden, lineer bir kısmî türevli diferansiyel denklemdir. (7) nin (6) dan 

farkı sağ taraflı olmasıdır. Ancak (7) nin sağ tarafındaki ifade sabit olup zamanla değiş-

memektedir. Dolayısıyla buradan gelecek özel çözüm statik halde yayılı ağırlık yükü al-

tındaki elastik eğri denkleminden başkası değildir.  

 Şimdi (6) denklemini ele alalım. Bu kısmî türevli diferansiyel denklemin  

  ( , ) ( ) ( )x z t Z z T t         (8) 

şeklinde çözümü olup olmadığını araştırıyoruz. Buna değişkenlerine ayrılabilen çözüm 

denir. (8) i (6) da yerleştirelim. 

  
4 2

4 2
[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 0yEI Z z T t A Z z T t

z t


 
 

 
     (9) 

4 2

4 2

( ) ( )
( ) ( ) 0y

Z z T t
EI T t AZ z

z t


 
 

 
     (10) 

z ye göre türevleri ( '  )  ve zamana göre türevleri (   )  ile gösterirsek 

  '''' 0yEI Z AZT          (11) 

elde ederiz. Buradan 

  
''''yEI Z T

AZ T
           (12) 
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bulunur. Bu eşitliğin solundaki oran z ye, sağındaki t ye bağlıdır. Eşitliğin sağlanması ise 

oranın hem z den hem t den bağımsız olması, yani bir sabit sayı olması ile mümkündür. 

Bu sabit sayıya 2p  diyelim. Ayrıca,  

  2yEI
k

A
          (13) 

tanımlarsak 

  2T
p

T
           (14) 

  2 2''''Z
k p

Z
          (15) 

bulunur. (14) bağıntısını  

  2 0T p T           (16) 

şeklinde yazabiliriz. Bunun çözümü bildiğiniz gibi 

  cos( ) sin( )T A pt B pt         (17) 

dir (sabit sayıyı 2p  olarak tanımlamamız bu formda çözüm elde etmek için bir hazırlıktı). 

(15) bağıntısını da  

  
2

2
'''' 0

p
Z Z

k
          (18) 

şeklinde yazalım.  

  
2

4

2

p

k
           (19) 

şekline girer. Bunun karakteristik denklemi yazılır ve karakteristik kökleri bulunursa 

  4 4 0r            (21) 

dan 

  1 2 3 4,   ,   ,   ,   (i= -1)r i r i r r             (22) 

olur ve buradan 

  1 2 3 4

i z i z z zZ C e C e C e C e              (23) 

veya 

  sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( )Z C z D z E z F z          (24) 

bulunur. Demek ki (6) denkleminin (8) şeklinde bir çözümü mümkündür. Burada ( )T t  ye 

ait (17) çözümündeki A ve B sabitleri başlangıç şartlarından, ( )Z z  ye ait (24) çözümün-

deki C,D,E,F sabitleri ise sınır şartlarından tayin edilecektir. Basit mesnetli milde sınır 

şartları her iki uçta sehim ve eğilme momentinin sıfır olmasıyla verilir. Yani 
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 0z   da (0, ) 0,x t   
2

2

(0, )
0

x t

z





;  z L  de ( , ) 0,x L t   

2

2

( , )
0

x L t

z





  (25) 

( , )x z t  nin x ZT  biçiminde önerildiğini dikkate alırsak (25) sınır şartları 

 0z   da (0) 0,Z   ''(0) 0Z  ;  z L  de ( ) 0,Z L   ''( ) 0Z L    (26) 

şartları ile eşdeğerdir. Bu sınır şartları sırasıyla (24) de uygulanırsa 

 

  
2 2

2 2 2 2

0 1 0 1 0

0 0 0

sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( ) 0

sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( ) 0

C

D

L L L L E

L L L L F

 

   

       

     
     


     
     
     
      

 (27)  

 

bağıntısı bulunur. Bu bir homojen denklem takımıdır. Bunun ilk iki denklemi  

  
2

0

( ) 0

D F

D F

 

  
        (28) 

şeklindedir ve burada katsayılar determinantı sıfırdan farklı olduğundan (28) denkleminin 

sağlanması için 0D F   olmalıdır. Demek ki basit mesnetli mil halinde ( )Z z  de cos( )z  

ve cosh( )z  fonksiyonları gözükmez. (27) nin kalan iki denklemi  

 

  
2 2

sin( ) sinh( ) 0

sin( ) sinh( ) 0

C L E L

C L E L

 

   

 

  
      (29) 

 

dır. Bunun katsayılar determinantı sıfıra eşit olmazsa yegane çözüm 0C E   dır. Bu ise 

çubuğun xz düzleminde hareket bileşeninin olmaması demektir ve olayın fiziği ile çelişki-

lidir. O halde (29) denklem takımının katsayılar determinantı sıfıra eşit olmalıdır ki C  ve 

E  nin sıfırdan farklı çözümleri olabilsin. Buna göre katsayılar determinantı açılırsa 

  

  2

2 2

sin( ) sinh( )
2 sin( )sinh( ) 0

sin( ) sinh( )

L L
L L

L L

 
  

   
 


   (30) 

 

olmalıdır. Bunun sıfır olması için ya 0  , ya sin( ) 0L   yahut sinh( ) 0L   olmalıdır. 

0=  olursa sin( )z  ve sinh( )z  çözümleri (24) de ortadan kalkar. D ve F ye ait denklem 

takımının katsayılar determinantı sıfıra eşit olduğundan sıfırdan farklı D ve F  mümkün 

olur ve ( )Z z  de cos( )z  ve cosh( )z  fonksiyonları 1 e dönüşür. Sınır şartları D F  

alınırsa sağlanır ancak bu durumda da ( ) 0Z z   a dejenere olur. O halde 2 0   olamaz. 
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Diğer bir ihtimal sinh( ) 0L   olmasıdır. Halbuki Şekil-9’dan görüleceği gibi sinh( )L  an-

cak 0L  , dolayısıyla 0   için sıfırdır. Bu ise trivyal (kolayca bulunan, boş) ( ) 0Z z   

çözümüne sevk ediyor. O halde sinh( )L , 0   için hiçbir zaman sıfır olamaz. Geriye 

sin( ) 0L   olması ihtimali kalıyor. sin( ) 0L   olabilmesi için  

  ,     0,1,2,...L i i          (31) 

 

Şekil 9. sinh( )l eğrisi. 

 

değerlerini almalıdır, yani 0L   için sin( ) 0L  olan L  değerleri mevcuttur.  nın (19), 

k nın (13) bağıntısından karşılıkları kullanılır ve (13) de bir değil her i değerine karşı gelen 

 lar olduğunu belirtmek için  yerine i  yazılırsa  

2 2 2 2

i L i     
2

2 2 2 2 2 2

/

i i
i i

yy

p p L A
L L p L i

k EIEI A


 


     

2
2 2

2

2
    0,1,2,3,....

y

i

EIi
p i

L A





 
  
 

      (32) 

bulunur. Demek ki (14) ve (15) denklemlerinde kullandığımız 2p  değerleri keyfî sabitler 

değil, (32) bağıntısını sağlayan sabitler olmalıdır. Bunlar o problemin sınır şartlarına bağlı 

elde edildiğinden problemin özdeğerleri (eigenwert (Alm.), eigenvalue veya characteris-

tic value (İng.)) adını alırlar. Bizim deneyimizde ise sistemin özdeğerleri sistemin tabii 

frekanslarıdır. Buna göre 0i   hali sükûnete tekabül ettiğinden göz önüne alınmazsa tabii 

(dairesel) frekanslar  

  
2 2

2
    0,1,2,3,....

y

i

EIi
p i

L A





 
  
 

      (33) 
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bağıntısıyla verilir. Farklı ip  lere bağlı farklı i  ler elde edilmektedir, yani her bir ip  fre-

kansında ( )Z z  fonksiyonunda ortaya çıkan sin( )iz  ve sinh( )i z  ler farklı olacaktır. Şimdi 

her bir ip  frekansında milin alacağı biçimi gösteren ( )iZ z  fonksiyonu 

  ( ) sin( ) sinh( )i i i i iZ z C z E z         (34) 

şeklindedir ( cos( )i z  ve cosh( )iz  bulunamayacağını görmüştük). Sınır şartlarını yeniden 

uygulayalım.  

  0z   da (0) 0,iZ   ''(0) 0iZ   

şartları kendiliğinden sağlanır. z L  de ise  

  ( ) sin( ) sinh( ) 0i i i i iZ L C L E L     

  2''( ) ( sin( ) sinh( )) 0i i i i iZ L C L E L           (35) 

olmalıdır. iL i   olduğundan sin( ) 0iL   dır. Halbuki sinh( )iL  ancak 0i   için sıfır 

olup sınır şartlarını sağlamaz. Şu halde 0iE   olmalıdır.  

 Demek ki ip  frekansına (özdeğerine) karşı gelen milin şekil fonksiyonu (özfonksi-

yonu)  

  ( ) sin( ) sin( )i i i i

i z
Z z C z C

L


        (36) 

şeklindedir. Bu şekil fonksiyonları milin o frekansta alacağı şekli göstermekte olup, elastik 

eğri birinci doğal frekansta (kritik devir sayısında)  

  
1 1 1 1( ) sin( ) sin( )

z
Z z C z C

L


        (37) 

şeklinde bir yarım sinüs dalgasını, ikinci kritik hızda 

  
2 2

2
( ) sin( )

z
Z z C

L


         (38) 

şeklinde tam bir sinüs dalgasını, üçüncü kritik hızda  

  
2 3

3
( ) sin( )

z
Z z C

L


         (39) 

şeklinde üç yarım sinüs dalgasını v.s. oluşturur. Böylece gözlemlerimize teorik bir izah 

getirmiş olduk. Bir doğal frekans ve buna tekabül eden özfonksiyon bir titreşim çeşidini 

(tarzını veya modunu) karakterize ederler. Bu nedenle deneyimize titreşim modlarının 

tayini adını veriyoruz.  

 Görüldüğü gibi (6) denklemini sağlayacak sonsuz çarpım çözüm mevcuttur. Lineer 

diferansiyel denklemde ayrı ayrı çözümler toplamı da çözüm teşkil etiğinden 
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1

( , ) ( ) ( )i i

i

x z t Z z T t




         (40) 

olacaktır.    

  ( ) sin( )i i

i z
Z z C

L


  ve cos( ) cos( )

i ii i iT A p t B p t   

olup, i i iC A K  ve i i iC B L  tanımlarsak (40) ı şöyle yazabiliriz: 

  
1

( , ) sin [ cos( ) sin( )]i i i i

i

i z
x z t K p t L p t

L





 
  

 
     (41) 

Burada iK  ve iL  başlangıç şartlarından tayin edilir. Yukarıdaki ifadeler basit-basit uç şart-

larına sahip bir kiriş için çıkarıldı, benzer yaklaşımla kirişin farklı uç şartlarına ait doğal 

frekansları ve mod şekilleri de elde edilebilir.  

 

3.DENEY TESİSATI 

 Deney tesisatı Şekil 10’da görülmektedir. Mil dolu daire kesitli kalın bir telden iba-

rettir. Basit mesnetleme şartlarını mümkün olduğunca sağlamak için belirli bir miktar yatak 

düzleminde dönebilen küresel rulmanlı yatak kullanılmıştır. Ayrıca, sol taraftaki kızak yar-

dımıyla bu uçta ankastre mesnet şartı da elde edilebilir. Tahrik ise 6000 dev/dk hıza kadar 

çıkabilen 188 Watt güce sahip bir doğru akım motoru ile sağlanmaktadır. Devir sayısının 

değiştirilmesi sürekli olup bir hız kontrol ünitesi ile gerçekleştirilmektedir. Devir sayısının 

ölçümü için bir analog takometre bulunmaktadır. Deney yapabilmek için kapağın kapatıl-

ması ve 7 vidasının sonuna kadar sıkılması gerekmektedir. Aksi halde devre tamamlan-

maz ve motor çalışmaz. 

 

Şekil-10. Deney tesisatı: 1-Takometre, 2- Hız kontrol ünitesi,  

3-DC motor, 4-Mil, 5-Koruyucu kapak, 6-Kızak, 7-Kapak vidası. 
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4.DENEYİN YAPILIŞI 

 Mil sabitlenir, sağ ve soldaki kızaklar kenarlara yaklaştırılarak kapak kapatılır, ka-

pak vidasının sonuna kadar sıkıldığından emin olduktan sonra hız kontrol ünitesi açılır. 

Buradaki düğme sağa döndürülerek milin dönme hızı kontrollü bir şekilde arttırılır. Belirli 

bir devir sayısına erişildiğinde milin elastik eğri sehimlerinin devir sayısı sabit tutulsa bile 

artma eğilimi gösterdiği gözlenir. Bu devir sayısı takometreden okunur ve milin birinci kri-

tik hızı olarak kaydedilir.  

 Devir sayısını arttırmaya devam edilir. Bir müddet sonra elastik eğride orta noktada 

bölünme olur ve milin orta noktasının hemen hemen hareketsiz kaldığı gözlenir. Milin or-

tasında sehim sıfır olan noktaya nod (düğüm) denir. Bu şeklin ortaya çıktığı devir sayısı 

ölçülür. Bu da milin ikinci kritik devir sayısıdır.  

 

5.ÖLÇÜM DEĞERLERİ VE VERİLER 

 Deneyde kullanılan çelik milin malzeme ve geometrik ölçüleri aşağıdaki gibidir: 

 Malzeme yoğunluğu 7850  kg/m3,  Elastisite modülü 112x10 N/m2, 

 Kesit alanı 20.25A D ,  Kesit alan atalet momenti 4 / 64x yI I D  , 

 Çap 6.85D mm, Kiriş boyu 900L mm. 

Buna göre,  

 
2 2

2

y

i

EIi
p

L A




    [rad/s], i = 1,2,3,…..                (basit mesnetli mil için) 

 Bu şekilde ilk iki kritik hız rad/s cinsinden hesaplanır, ölçülen devir sayılarıyla kı-

yaslama yapmak için hesaplanan ip  değerleri ( 30/ ) ile çarpılarak dev/dk ya çevrilir.  

 

6.İSTENENLER  

1)Teorik frekanslar hesaplanacak ve ölçülenlerle kıyaslanacaktır. Farklılık varsa bunlar 

teorik gerekçeleriyle açıklanacaktır.  

2) Doğal frekans, titreşim modu, rezonans ve deneysel modal analiz kavramlarıyla ilgili 

araştırma yapılacaktır.  

3) Bir malzemenin sönüm özelliklerinin nasıl belirlendiği araştırılacaktır. 

4) Makinalarda titreşim yalıtımı konusunda neler yapıldığı, titreşim ölçümünün kestirimci 

bakım uygulamalarında nasıl kullanıldığı araştırılacaktır. Not: Raporda başlık düzeni bu 

deney föyündeki gibi veya benzer bir şekilde olmalıdır. Son üç maddeyle ilgili bilgiler teori 

başlığı altında ya da “ek” olarak raporun sonunda verilmelidir. 


